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Рассмотренные примеры не исчерпывают возможности пакета. Подробное описание 
Maxima на русском языке можно найти в [1, 2]. 
Грамотное использование Maxima в учебном процессе позволит снять психологичес-
кий барьер при изучении курса высшей математики, делая его более интересным. Maxi-
ma не только позволяет решать учебные задачи из курса высшей математики, но и про-
водить сложные аналитические вычисления при решении реальных научно-технических 
задач. Уже сегодня систему Maxima можно рекомендовать использовать в университе-
тах, а её бурное развитие, как свободного проекта, позволяет авторам предположить, 
что через несколько лет Maxima составит реальную конкуренцию таким мощным пропри-
етарным программам, как Mathematica, Maple. 
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Пусть dR⊂Ω  – ограниченная область с достаточно гладкой границей Ω∂ . Рассмот-
рим задачу нахождения функции )()( 14 Ω∩Ω∈ CCu  удовлетворяющей в области Ω  
уравнению  
)(2 xfu =∆ ,       (1) 
и граничным условиям 
)(| xu ϕ=Ω∂ ,  )(xu ψν =∂
∂
Ω∂
.      (2) 
Здесь 2
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...
dxx ∂
∂
++
∂
∂
=∆  – оператор Лапласа в dR , )(2 uu ∆∆=∆ , RaΩ:f  – за-
данная в области Ω  функция, RaΩ∂:,ψϕ  – заданные на поверхности Ω∂  функции, 
),...,( 1 dννν =  – единичное поле внешних нормалей на поверхности Ω∂ , ν∂
∂
– оператор 
дифференцирования по нормали к Ω∂ . 
Сформулированная задача (1), (2) называется задачей Дирихле для бигармоническо-
го уравнения и встречается в математической теории упругости. В случае функций двух 
переменных ( 2=d ) эта задача решена в книге [1]. Используя представление бигармо-
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нической функции двух переменных с помощью гармонических, авторами книги [1,  
с. 402] указывается явная формула решения задачи (1), (2) для круга на плоскости.  
Отметим также, что приведенное в [1, с. 400] доказательство теоремы единственно-
сти решения задачи (1), (2) для функций класса )(4 ΩC , дословно переносится на слу-
чай произвольной размерности пространства.  
Следуя [2, с. 82], мы построим решение задачи Дирихле для шара в трехмерном про-
странстве ( 3=d ) методом функций Грина. 
Пусть функция )(4 Ω∈Cu  является решением уравнения (1) и удовлетворяет гра-
ничным условиям (2), тогда в каждой точке Ω∈y  выполняется равенство (см. в работе 
[3] интегральное представление решений (1)) 
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где ryxE
pi8
1),( −=  – фундаментальное решение оператора 2∆  в  3R , 
( ) ( ) ( )233222211 yxyxyxyxr −+−+−=−= . 
Предположим, что существует функция );( yxg , в каждой точке Ω∈y  обладающая 
свойствами 
(i) )();( 4 Ω∈⋅ Cyg ; 
(ii) 0);(2 =∆ yxgx  в области Ω; 
(iii) );(| yxEg x −=Ω∂∈ ,  .);(νν ∂
∂
−=
∂
∂
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Для функций )(xu  и );( yxg  запишем аналог второй формулы Грина [3] для опера-
тора 2∆  
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Складывая равенства (3) и (4) и пользуясь свойствами (ii)-(iii) функции );( yxg , окон-
чательно получим 
++= ∫
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Определение 1. Функция );();(:);( yxgyxEyxG +=  называется функцией Грина 
задачи Дирихле для бигармонического уравнения. 
Из теоремы единственности решения задачи (1),(2) следует, что функция Грина опре-
деляется однозначно условиями (i)-(iii). 
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Таким образом, если существует решение )(4 Ω∈Cu  задачи (1), (2) и для области 
Ω  существует функция Грина, то в каждой точке Ω∈y  выполняется равенство 
)();()();()()();()( xdSyxGxyxGxdxxfyxGyu ∫∫
Ω∂Ω
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ν
ϕ .    (6) 
Формула (6) позволяет получить явную формулу решения задачи Дирихле, если уда-
ется построить функцию Грина. 
Построим функцию Грина для шара );0( RB  в 3R . Зафиксируем произвольную точку 
);0( RBy∈ . Через z  обозначим точку, лежащую на луче y0  и такую, что 2|||| Rzy =⋅ ( 
точка z  – инверсия точки y  относительно сферы );0( RS ). Пусть также 
|,| y=ρ  |,|1 z=ρ  |,| yxr −=  .||1 zxr −=  
Нетрудно видеть, что при Rx =||  треугольники xy0∆  и xz0∆  подобны, и, следова-
тельно, выполняются соотношения 
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Рассмотрим функцию 
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где C  – некоторая постоянная.  
Непосредственный подсчет показывает, что при каждом );0( RBy∈  функция );( yxg  
является бигармонической и при Rx =||  удовлетворяет равенству 
).;();( yxEyxg −=  
Далее, при Rx =||  имеем 
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Положим 
piρ16
3RC = , тогда функция );( yxg  удовлетворяет условиям (i)-(iii). 
Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема 1. Функция Грина задачи Дирихле (1),(2) для бигармонического уравнения в 
шаре );0( RB  имеет вид 
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где z  инверсия точки y  относительно сферы );0( RS . 
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